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Resumé

I denne opgave behandles variationsproblemer af én variabel. Herunder bevises gyl-
digheden af Euler-Lagrange’s differentialligning, samt et specialtilfaelde heraf. Til slut be-
rgres variationsproblemer med bibetingelser, og undervejs er gennemgangen krydret med
udvalgte eksempler, der benytter den udviklede metode i praksis — heriblandt det brachi-
stochrone problem, omdrejningslegeme med minimalt areal og til slut det isoperimetriske

problem om kedelinjen.
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1 Introduktion

Variationsregningen behandler optimeringsopgaver - dog er dette ikke optimeringsopgaver i
traditionel forstand, hvor malet er, at finde ekstremaer for en given funktion. I variationsreg-
ningen er man derimod interesseret i at finde en funktion, der minimerer eller maksimerer en
funktional. T vores tilfeelde er en funktional er et bestemt integral, der for en given funktion
maéler noget bestemt. Eksempelvis kunne den male afstanden mellem to punkter langs en kur-
ve — senere i denne opgave eftervises det med variationsregningens metoder, at den funktion,
der optimerer denne funktional er den rette linje.

Grundidéen til variationsregningen fik Jakob Bernouilli i 1696, da hans bror Johann Ber-
nouilli havde stillet en opgave om, hvilken kurve en partikel skal fglge, hvis den pa en gnid-
ningsfri bane skal hurtigst fra ét punkt til et andet (det brachistochrone problem). I dette
tilfaelde opstiller man sin funktional efter fysiske betragtninger, sa den maler den tilbagelagte
tid for den pageeldende partikels bane.

Sidenhen blev variationsregningen videreudviklet af L. Euler (1707-1783) og I.-L. Lagrange
(1736-1813), og det er deres metoder jeg vil tage et kig pé.

2 Indledende definitioner

Variationsregningen bygger delvist pa matematik der ligger over gymnasieniveau heriblandt
mangdebegreber og teori hgrende til funktioner af flere variable — og indledningsvis vil jeg
redeggre for de vaesentligste begreber, jeg far brug for senere i opgaven.

2.1 Skrivemader

Med en C"-funktion, menes en funktion der er n gange differentiabel med kontinuerte afledte.
Skrivemaden f € C" bruges ligeledes.

2.2 Om mangder

2.2.1 Metrisk rum!

Et metrisk rum (S, d), er en maengde S hvortil der er knyttet en afstandsfunktion (en metrik)
d : S? — R, der til ethvert par af punkter x,y € S knytter et reelt tal d(z,y), som kaldes
afstanden fra x til y. Denne metrik skal desuden opfylde forskellige krav:

(1) d(z,y) 2 0d(z,y) =0 =z =y
(2) (symmetri) d(x,y) = d(y,x) for alle z,y € S

(3) (trekantsuligheden) d(x,z) < d(z,y) + d(y, z)

2.2.2 Aben mangde?

Lad (S, d) veere et metrisk rum. En delmaengde W af S kaldes en &ben maengde i det metriske
rum (S,d), hvis der for ethvert € W findes 6 > 0 s& Bs(z) C W. B-mangden er defineret

!Grundbegreber i den Moderne Analyse, s. 1.4
2Grundbegreber i den Moderne Analyse, 1.10
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ved:

Bs(zo) = {x € S|d(xg,x) < 0}

Sagt med andre ord, er en aben mangde, en maengde, hvor der om hvert punkt er en omegn.

2.3 Partiel differentation og kadereglen®

Funktioner af flere variable kan differentieres efter hver enkelt variabel, mens alle gvrige vari-
able fastholdes. Haves en funktion f(a,b,c), findes den afledte ved:

SH(),y(0),2(1)

= %(f(x(t),y(t),z(t))x/(t) + %(f(x(t),y(t),z(t))y’(t) + %(f(x(t),y(t),z(t))zf(t)
= fr(z(t),y(t), 2(t)a" (t) + fo(z(t),y(t), 2(t)y (t) + filxz(t),y(t), 2(t)2 (t)

Bemeerk sidstnaevnte, kortere skrivemade, der vil blive brugt senere i opgaven. Et specialtil-
feelde af keedereglen er med den endimensionelle funktion y = f(a),a = x(t)

dy _ dyda

d / /
Sa) = et & L=L2

2.4 Niveaukurver, gradientvektor og retningsafledte

Selvom overskriften maske ikke direkte virker relevant i forbindelse med variationsregning, har
jeg valgt kort at omtale disse begreber, da jeg far brug for dem i en s@etning senere i opgaven.
En niveaukurve C for en funktion f(z,y) € R? kan defineres ved

C={(s,t) € R?|f(z,y) = k}

hvor k er en konstant. En niveaukurve svarer til hgjdekurver pa landkort, eller isobarer pa
vejrkort. Den gar saledes igennem alle punkter, hvor funktionsvaerdien er lig konstanten k.
I et hvert punkt (z,y) af f(z,y) € C! findes gradientvektoren defineret ved

fo(z,y)
f{,(:v,y)>

En geometrisk fortolkning af gradientvektoren, er, at funktionen f(x,y) vokser mest i den
retning, som gradientvektoren peger.

Gradientvektoren kan ogsa bruges til at bestemme den retningsafledte til en funktion. Vil
man finde den retningsafledte i punktet (a,b) i samme retning som enhedsvektoren , kan den
findes ved skalarproduktet®

Vi(z,y) = <

Dﬁf(a’ b) =a- Vf(a, b)

Nar en funktion af 2 variable afbilledes, sker det med et 3-dimensionelt plot. S& snart man
dog velger en retning og et udgangspunkt i det 3-dimensionelle landskab, kan der vises en
2-dimensional graf over dette udsnit. Den retningsafledte er nu differentialkvotienten for et
givent sted pa denne 2-dimensionelle graf.

3Calculus, A Complete Course 6th Ed. s. 675
4Calculus s. 680-682
Se evt. bevis, Calculus s. 681
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3 Det simpleste variationsproblem®

Der er givet en to gange differentiabel funktion med kontinuerte afledte

F(xz,y,p)

pé en aben mengde . Herudover er givet to punkter (aj,b1) og (ag,bs) i xy-planen, hvor
a1 < ag. En funktion

y = f(x), f € C*([a1, as))

hvorom det gelder, at den opfylder randbetingelserne f(a;) = by og f(az) = by kaldes
tilladt funktion. Mangden M indeholdende alle tilladte funktioner er et metrisk rum med
metrikken d(f, g) = max{|f(x) — g(z)||z € a1, a2]}. P4 maengden M betragtes funktionalen

1=10) = [ P p@). @)

En funktional er er en funktion med funktioner som definitionsmangde. I variationsregningen
gnsker vi at finde et ekstremum for denne funktional, og resultatet af dette er netop en funk-
tion.

Hvis en f; er en vilkarlig funktion i M, har I globalt minimum for funktionen f hvis I(f1) >
I(f) og I globalt maksimum for funktionen f hvis I(f1) < I(f). I dette tilfaelde kaldes f ogsa
en stationaer funktion for I(f).

3.1 Ngdvendig betingelse for ekstremum

Nér man undersgger funktioner, er en ngdvendig betingelse for ekstremum, at f'(z) = 0. Inden
for variationsregning, kan man ogsa udlede en ngdvendig betingelse for ekstremum - altsa den
funktion, der bedst optimerer I.

Som udgangspunkt antager vi, at I har ekstremum for den tilladte funktion f. Vi betrag-
ter funktionen

o0 =1(f +eg) = [ Y P f(@) + egl@), (2) + ed (@) de

hvor vi har defineret funktionen g € C?([ay, as]) hvor g(ai) = g(as) = 0, og € er den faktor,
funktionen g multipliceres med. Da € er en &ben maengde og g og ¢’ er begraensede funktioner
pé [a1,as], er ¢(€) defineret for € i en omegn | — 4, [ af 0.

Vi antog for, at I havde ekstremum for funktionen f. ¢(e) har derfor ekstremum for € = 0.
Hermed galder at ¢'(0) = 0, og det er netop dette, der er vores ngdvendige betingelse for
ekstremum. Dog skal udtrykket differentieres for det kan bruges i praksis. Vi flytter differen-
tationstegnet under integraltegnet”.

$(0) = 2 [ F f@)rego). f@)red (a)do = [ TF @ f (@) reg(a), /(o) +eg' @)

SBaseret pa noter fra Kgbenhavn Universitet
"Et bevis for at denne operation er lovlig er at finde i Calculus s. 736
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Der udfgres nogle mellemregninger vha. keedereglen. I det fglgende skrives f(x) som f, f'(z)
som f’ osv.

%F(x, f+eg, [ +eg)
dx d(f +eg)
de de
= Fy(z, f+eg. f' +eg)g+ Fy(a, f +eg. [ +eg)g
Det samlede udtryk for ¢/(e) er altsd nu blevet til,

d(f"+eg')

:F/ / /
:v(xaf"i_e.gaf +Eg) de

+ Fy(x, f+eg, f +ed) +Fl(x, f+eg, ' +ed)

¢'(e) = / 2 <F;(x,f +eg, f +ed)g+ Fyla, f +eg, [+ eg’)g’>dx

al

For tilfeeldet ¢’(0) = 0 haves (nu skrevet fuldt ud) at

80 = [ (Fy(w. £, £ @)gle) + Fyo @), £ (@)g' @) o = 0

Sidste led integereres partielt, og det viser sig, at forste led i 2. omskrivning gar ud, da
g(a1) = g(az) = 0. w
| (B f@). £ @) () da

al

— (Bt ). £ @)g@)] 2 — [ 2 (Fy @), 5 (0) gl

== [ (B @), @) g

1

Saledes kan ovenstdende led indsattes i ovenstdende udtryk for ¢'(0), hvor g(z) ligeledes er
sat udenfor parantes:

0= /aa2 (Fé(ﬂf, f@), f'(z)) + %(Fé(m, f(x), f’(w)))g(az)da: = /aa2 h(z)g(x)dx

1 1

hvor vi altsd har

() = Fy (o, [(@), /(@) + - (Fy(ar, f(2), ' (2)

Vi gnsker nu at vise, at der faktisk altid geelder at h(x) = 0 nar faaf h(z)g(z)dx = 0, og vi
saledes opnar en enklere ngdvendig betingelse for ekstremum.

Hjselpesaetning 1
Hvis en funktion h € C(Ja1,az]) har den egenskab at

a2
/ h(z)g(x)dz =0
al

for enhver funktion g € C?%([a1,as]) for hvilken g(a;) = g(az) = 0, da er h(x) = 0 for alle
x € [ay,a).

Bevis

Sct. Knuds Gymnasium 5/ 16
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Vi antager til modstrid at h ikke er konstant lig 0. Da h er kontinuert, ma der eksistere et
x €lay,az] hvor h(z) > 0, neermere betegnet at der i en omegn |z, zo[ omkring x gaelder at
h(z) > 0 for alle z. Vi finder en funktion g € C"(Ja1, az]), for hvilken det gelder, at g(z) =0
for z € [a1,x1] U [x9,az], samt at g(z) > O for alle x €]z, x2[. Et eksempel pa en sédan
funktion er
(z) = { 0, x € a1, z1] U [x2, ag]
g (z —21)3 (22 + 2)3, @ €)1, 22|

T g9(z)

aq I X9 a

At g for denne funktion er 2 gange differentiabel med kontinuerte afledte, tjekkes ved diffe-
rentation - og da det abenlyst geelder for g(x) = 0 behandles kun x €]z, x2[. Ved ivrig brug
af produktreglen fas

d () =3z —z1)%(x2 +2) + 3(x — 21)3(z2 + 2)?

9" () = 6((z — z1)(z2 + 2)° + 3(z — 21)* (22 + 3)* + (z — 21)* (22 + )

Da g(z) =0 for = € [ay,x1] U [22,a2] og da ¢'(x) — 0 for x — x; fra hgjre, og for © — x5 fra
venstre er g differentiabel med kontinuert afledet i hele [ag, ag]. Tilsvarende fas at g eksisterer
og er kontinuert i hele [ay,az], s& g € C?([ay, az]). Fortszettes yderligere vil vi opdage at ¢"'(x)
ikke gar mod 0 i endepunkterne x,22, og dermed er g ikke en C3-funktion i hele intervallet
[a1,az]. At g er en C?-funktion er dog godt nok til dette bevis. Af indskudsreglen fas at

a T2

h(x)g(x)dx:/ h(z)g(x)dx

z1

1 ai 1 T2

Da bade h(z) > 0 og g(x) > 01 hele delintervallet |x1, zo[, geelder dermed at faaf h(x)g(z)dx >
0. Dette er i modstrid med forudsztningerne, og dermed haves at h(z) = 0 for x € [a1, as].
Tilsvarende argument kan fores med h(z) < 0. Samlet set skal alts& h(z) = 0 for x € [a1, a2]. B

Séledes kan vi nu opskrive

Satning 1: Eulers differentialligning. Som ngdvendig betingelse for lokalt ekstremum geel-
der, at y = f(x) tilfredsstiller Eulers differentialligning (undertiden ogsa kaldt Euler-Lagrange
differentalligningen)

dy

h(z) = Fy(@, f(2), f'(@)) = —Fp (@, f(2), f'(@)) = 0

Der eksisterer yderligere et specialtilfaelde af Eulers differentialligning, der gor det endnu let-
tere at regne pa variationsproblemer.

Satning 2: Specialtilfelde af Eulers differentialligning.
Hvis funktionen F(z,y,p) ikke athaenger af z, kan Eulers differentialligning forenkles til

F(x, f(z), f'(x)) — Fy(@, f (), f' () (z) =

Sct. Knuds Gymnasium 6 /16
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hvor ¢ er en konstant

Bevis:

Udtrykkets rigtighed bevises ved at differentiere det, og genfinde Eulers differentialligning. Vi
differentierer leddene hver for sig, og benytter at %—I; = 0, nar funktionen ikke athsenger af x
(z er konstant). Vi differentierer forste led ved brug af kedereglen

d

(@ f(2), (@) = Fy (@, f (@), [' () ') + By (=, f(2), /(@) " (z)

og 2. led ved differentation af produkt

d d

(B @, £ @) @) = = (B, f@), @) £ @) + By, @), S @) (@)

Vi er heldige at leddet F(x, f(x), f'(x))f"(x) forsvinder nar de to led traekkes fra hinanden,
og saledes fas

(P, £(@), @)~ Fyla, F@), 7/ @) @)
= By, f(@), 7 @) (@) — - By, £, 7)) £ (@)

— (Rt s @) - 4 (et 1@) ) i) =0

Sidste lighedstegn kommer af, at fgrste faktor i foregaende udtryk ifg. Eulers differentiallig-
ning giver 0, og dermed giver det hele 0. Hermed er den oprindelige funktion ngdt til at veere
konstant, og det gnskede er vist. |

4 Den korteste vej mellem to punkter

For at komme blgdt igang med variationsregningen, vil jeg forst fokusere pa det simple forhold
at eftervise, at den korteste vej mellem to punkter (aj,b;1) og (az,bs) er den rette linje. Et
udtryk for en kurves samlede lzengde kan findes ved et kig pa Pythagoras for smé afstande®

dl d a2
d=VITTaE e L=\ = L= [ VIR
T s @
Den funktional vi vil minimere er altsa

=10 = [ VIT WP

hvor F(z,y,y") = /14 (y/)?. Vi benytter specialtilfaeldet af Eulers differentialligning, da
vores funktion ikke afheenger af x. Siledes gaelder

F(z,y,y') — Fy(z,y,9' )y = ¢

8Samme problem er behandlet i Mat2, s. 232
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hvor ¢ er en konstant. Vi udregner F MERTRT "= \/1+— ﬁ Hermed fas at
/2
1
-

VIHW? Vit W)?
Ovenstadende udtryk afhaenger alene af 3/, og hermed mé galde at 3’ selv er en konstant. Denne
kalder vi a. Vi finder nu stamfunktionen til 3’.

y’:a = y:/adx:ax—i-b

Heraf kan det ses, at den korteste vej mellem to punkter er den rette linje. Konstanterne a
og b findes ved at indsaette vores randbetingelser i den endelige funktion, og lgse to ligninger
med to ubekendte.

5 Det brachistochrone problem?

Hvilken bane er det hurtigst for en partikel folge, hvis den gnidningsfrit kan komme fra et
punkt (aq,by1) til (ag,be)? Dette problem blev fremsat af Johann Bernouilli tilbage i 1696, og
flere kom med lgsningsmetoder. Her vil jeg redeggre for en lgsningsmetode, som ggr brug af
variationsregningen.

Vi betragter problemet ud fra reglen om bevarelse af mekanisk energi, og et udtryk for par-
tiklens hastighed v, som funktion af den lodrette faldleengde 2. Begyndelsesfarten er angivet
med vy og m er partiklens masse:

1 1
—AEpot = AEgy, & mgy = §mv2 — Emvg el = vg + 29z = v = \/vg + 29z

Samtidig geelder at v = s’ = dt, hvor ds = +/(dz)? + (dz)?, begrundet udfra Pythagoras’
seetning. Ved hjalp af kaedereglen omskrives dette udtryk

_ds _dsdx  +/(dx)* + (d2)*dx 1+<dz>dm

At drdt dz dt dr ) dt

Den samlede faldtid T = f;? dt er den stgrrelse vi gnsker at optimere, da partiklen naturligt
vil fglge den hurtigste kurve. Vi kombinerer vores to udtryk for v, for at fa et udtryk for dt:

dz\ d
=/} +29z & \[vE+292= 1+<£>d—f = /dt / v+29z
0

Vi indfgrer nu en y-akse parallel med vor hidtidige z-akse, dog med den forskel, at der foretages
2
parallelforskydningen z =y — 3—2- Hermed kan vi udtrykke 7" som

“VIHW)P

v3 + 2gz \/ a NG

9(graesk) brachistos chronos = kortest tid

Sct. Knuds Gymnasium 8 /16
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hvor 2/ = g—; ogy = g—z Disse er igvrigt ens, da vy er konstant. Vi bemarker desuden at

2 2
randbetingelserne nu udggres af punkterne (ai,b; + 12)—3) og (ag,bs + g—g), der er tilsvarende
parallelforskudt.

Vi udelader ﬁ, da dette led er konstant for alle legemer. Vi vil altsa optimere funktionalen

I=1(f) :/a2 7de

1+(y')?
VY

differentialligning, der udtaler sig om ekstrema for funktioner, hvor I(f) ikke athsenger af z.
For den mest optimale funktion gy opfyldes altsa at

Vi har altsd funktionen F(z,y,y") = og pa denne benyttes specialtilfaeldet af Eulers

Fz,y,y') — Fy(z,y,9 )y = ¢

/

Y

VIV I+)?

hvor ¢ er en konstant. Ved differentation af sammensat funktion fas Flg(x, y,y') =
og hermed ved vi at
1+ (y)? y' 1

N 1+(y,)2y’=c & y(1+E)) =5 =20

hvor vi istedet for ¢ har indfgrt en ny konstant 2« af hensyn til, at slutresultatet gerne skulle
blive paent. Vi isolerer 1/

, dy  2a—y

N2\ __ -J
y(1+(@)) =2a <« v=a J

og ved seperation af de variable fas et udtryk for z

1 /
& /dx:/ dy <& a;:/ Y dy
2a—y 2a—y
V oy

For at lgse dette integral, substitueres med y = 2asin(%)? = a1 — cos(u)), 0 < u < 7, hvor

Z—Z =2asin(g)cos(y) & dy = 2asin(g) cos(§)du:

20 sin(L)2 2
x :/ Y dy :/ M%z sin (= cos [ = \du = /2a sin (=) du
20—y 2accos()? 2 2 2

—a / 1 — cos(u)du = a(u — sin(w)) + 3

Vi har nu en parameterfremstilling for kurven, partiklen vil fglge, med u som lgbende variabel.

(2] = (e )

En kurve af denne type kaldes ogsa en cykloide.

Sct. Knuds Gymnasium 9/16
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.
>

(8,0) (6 + 2ma,0)

Det kan vises, at der kun gér én cykloidebue gennem to givne punkter (aj, b1) og (az,bs), ved
at se pa, at to cykloidebuer er ligedannede for forskelligt «. Saledes er det godtgjort, at der

2 2
for endepunkterne (aq,b; + g—g) og (ag,bs + g—g) kun er én stationser funktion mht. I(f).

5.1 Hvor lang tid tager det sa?

Vi har nu fundet ud af, hvordan den hurtigste kurve ser ud. Men hvor hurtigt bevaeger en
partikel sig af denne, sammenlignet med fx. en ret linje? Hvis vi for nemheds skyld s®tter
a =1 og § =01 ovenstdende parameterfremstilling, og kurven er dermed givet ved

x = u — sin(u)

y =1— cos(u)

skal partiklen beveege sig fra (0,0) til (7, 2). Vi bemeerker at y-aksen er fortsat positiv nedad,
og enheden pa begge akser er SI-enheden meter. Med disse punkter har vi gjort det principielle
forkert at ovenstdende teori ikke geelder for vg = 0 (s& er F ikke leengere en C2-funktion),
men vi velger alligevel at se cykloidebuen som lgsning - ogsd for greensetilfeeldet vg = 0.
Funktionalen som maler tiden er nu givet ved:

_ 1 /” ‘/1+(y/)2d$
\/—

dx

Vi finder % =1 —cos(u) < dx=1— cos(u)du og g—z = sin(u) og herved er ¢/

Y (x) = j—Zj—z = sin(u) - (Z—z)_l = sin(u)(1 — cos(u)) ™

og vi kan indszette vores kendte y og den netop udregnede 3’ i udtrykket for T, hvor vi ogsa
substituerer £ med u

\/1+sm 2(1 — cos(u))—2

(1 — cos(u))du

1 — cos(u)
r/ = Cof g, '21__20((?)

1 T Lo T
-5 ), Vi i = 7= s

Sct. Knuds Gymnasium 10 / 16
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Det tager altsa ca. 1 sekund for vores partikel at “rutsche” af cykloidebuen. Hvis vi sam-
menligner med en ret linje med tilsvarende endepunkter, vil differentialkvotienten vaere lig

hzeldningskoefficienten:
, ©™—0 7
y =

2—-0 2
og funktionen y der beskriver linjen er dermed

™

y-0=5@-0 & y=5z

E
2
Indsaettes dette i funktionalen fas

/ L+ dr = T
Th Ve £

T =

N il i S i S SN RTYYY

2\/9_7r V9 V9.82

Altsa tager det ca. 1.2 sekunder, hvis partiklen skal fglge en ret linje. Linjen er dermed op
mod TZT;CTC ~ 19% langsommere - det er da en forskel der er til at tage at fgle pa.

6 Omdrejningslegeme med minimalt overfladeareal

Hvilken funktion der forbinder to punkter (a1, b1) og (asg, bs) konstruerer det omdrejningslege-
me der har mindst overfladeareal? Denne problemstilling er ikke kun matematisk interessant,
men beskriver samtidig den form, en saxbebobbel vil indstille sig efter, hvis den er udspzndt
imellem to ringe. Udtrykket vi vil optimere, er

—271/ y/ 1+ (y)%dx

27y er omdrejningslegemets omkreds for et givent x, og \/1 + (/)2 er (som tidligere behandlet)
kurvens laengde for et givent x. Ganges disse sammen fas overfladearealet for et lille stykke,
og integreres udtrykket findes det for hele intervallet [aj,as]. 27 er konstant, og séledes er
funktionalen vi vil optimere

I'=1I(f) = /@ yV1+ (y)2de

hvor F(z,y,y") = y\/1 + (v/)2. Igen er vi heldige, at problemet ikke afhaenger direkte af z, og
specialtilfaeldet af Eulers differentialligning er nok. For den stationaere funktion y gaelder altsa
at

F(z,y,9') — Fplz,y,9' )y =

hvor v er en konstant. Vi finder at F) (z,y,y) = T og indsat fas at
1+(y')?
1+ (@) - W, e Y e y=ayv1l+(y)?

1+ (y)? 1+ (y)?

2 2 2 2

ne _ Y ,_ dy \/y V2 —a
_Y 1l e =Y oL VY
2 a? L a? a
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og ved seperation af de variable findes et udtryk for = (vi kigger p& den positive lgsning)

r= | dor= Ldy
/42 — a2

For at lgse dette integral foretages substitutionen y = acosh(u) = dy = asinh(u)du hvor
u>0

/ dy _/ a? sinh(u) du — a? sinh(u)
Vy V/ (a2 cosh(u)? — a2 a2 sinh(u)?

Kombineres vores definitioner af x og y, kan vi helt eliminere behovet for u-parametren

r—f
«

duz/aduzau%—ﬁ

r=ou+p & u=

= y = acosh(u) = acosh (x ; B)

Det ses nu, at der er den naturlige begraensning pa ovenstaende udtryk, at o > 0, da udtrykket
for @« = 0 er uegentligt, og det for a < 0 ikke kan beskrive et omdrejningslegeme. 8 er der
ingen begreensninger pa. Dog viser det sig, at det ikke er helt enkelt at finde konstanterne «
og [ ud fra randbetingelserne — og i bedste fald vil de kun kunne findes numerisk. Er de to
valgte punkter tilstraekkeligt langt fra hinanden, er der dog ikke nogen lgsning. Set i forhold
til den fysiske sammenligning, med to ringe hvor der imellem er udspeendt en sabebobbel,
er dette maske ikke sd maerkeligt: Nar ringene trackkes tilstraekkeligt langt fra hinanden, vil
saebeboblen naturligt briste.

7 Variationsproblemer med bibetingelser

Undertiden er det ngdvendigt at medtage bibetingelser ved lgsning af variationsproblemer. Et
variationsproblem med bibetingelse kaldes ogsa et isoperimetrisk problem'. Det mest kendte
er maske det egentlige isoperimetriske problem, der gar ud pé, at genfinde cirklen som den
kurve med storst indre areal i forhold til omkredsen. Et andet problem, som jeg vil behandle
til sidst i denne opgave, er kedelinjen, der gar ud pa at bestemme den kurve, som et tov vil
indstille sig efter, hvis det hanges op i to punkter.

Forst er der dog lidt teori, der skal udredes. '

Hjselpesatning 2
Lad ¢, @ vaere to C2-funktioner defineret pa en aben mzengde U € R?, sa (0,0) € U. Hvis ¢
har ekstremum i (0,0) under bibetingelsen v (s,t) = 1(0,0), da er determinanten

92(0,0) 22(0,0)
=0
92(0,0) 22(0,0)

0Def. Bog [2] s. 21.

T de gamle noter fra Kgbenhavn Universitet er der redegjort for variationsproblemer med vilkarligt mange
bibetingelser. I Erik B. Hansens bog (s. 21-23) snakkes om variationsproblemer med én bibetingelse, men
beviset er ikke saerlig stringent. Det folgende er en forsimpling af fgrstneevnte og - forhabentlig - en forbedring
af sidstnaevnte.
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Bevis
Der anvendes et indirekte bevis. Vi antager at

92(0,0) 22(0,0)
D = #0
92(0,0) 2¢(0,0)

Vi skal nu vise, at ¢ ikke har ekstremum i (0,0) under bibetingelsen (s, t) = (0, 0). Tallet
D er determinanten hgrende til gradientvektorerne for ¢ og v i (0,0)

Da D # 0 vides ogsa at V¢(0,0) og V(0,0) begge er egentlige vektorer, samt at de ikke er
parallele. '2 Vi definerer niveaukurven for ¢ gennem (0,0)

C= {(Svt) S UW(Svt) = ¢(070)}

Tangenten til C'i (0,0) har en retningsvektor ¢ af laengden 1, som naturligt star vinkelret pa
V1(0,0)."2. Da V(0,0) og Vi(0,0) ikke er paralelle, er

V(0,0 -7 # 0

sa den retningsafledte til ¢ i (0,0) i retningen v er forskellig fra 0. Derfor vil ¢(s,t) enten vokse
eller aftage, nar man bevaeger sig langs C' gennem (0, 0). Derfor har ¢ ikke ekstremum under
betingelsen (s,t) € C' (¢(s,t) = 1(0,0)). [ |

Satning 3: Variationsproblem med én bibetingelse
Antag at
a2
0(f) = [ B f@), £ @)
al

har ekstremum under bibetingelsen

L(f) = / " R, f(), @)z = c

1

hvor ¢ er en konstant. Da findes et talpar (Ao, A1) # (0,0) sd f opfylder Eulers differentiallig-
ning m.h.t

I(f) = Aolo(f) + M L(f)

Bevis
Vi definerer meengden G af funktioner g

G = {g € C*([a1, a2])[g(a1) = g(az) = 0}

12Fra dette punkt, er beviset analogt til Calculus s. 721
3Calculus s. 681
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Vi deler beviset op i to tilfaelde.
Tilfelde 1: Vi antager, at der findes en funktion gg € G sa

d
afo(f + €90)je=0 # 0

Dvs. der findes en funktion gy € G, der bevirker, at Eulers differentialligning ikke er opfyldt
for Iy alene. Vi vaelger en sadan funktion gg. Desuden vealges en vilkarlig g € G. Vi vil anvende
Hjeelpesaetning 2 pa funktioner, og definerer derfor

d(s,t) = Io(f + 590 + tg)
Y(s,t) = Ii(f + sg0 + tg)

Da Iy(f) har ekstremum i f under bibetingelsen I1(f) = ¢ mé ¢ have ekstremum i (0,0) under
bibetingelsen v (s,t) — ¢ — ¥(0,0). Ifplge Hjxlpesaetning 2 geelder altsa

92(0,0) 22(0,0)
-0
920,00 22(0,0)
dvs.
LIo(f +590)1s=0 2lo(f +t9)ji=0
—0 (1)
ZL(f +590)s=0 2 (f +t9)j—0

Vi definerer nu

0
Ao = =5 Ii(f +590)js=0

0
A= %Io(f +590)|s=0

Det kan ses at A; # 0, da vi netop valgte go af hensyn til dette. Dermed er (Ao, A1) # (0,0)
og vi ved udregning af determinanten fas

0 0
<)‘°EI°(f +tg) + Alah(f + tg)> o™ 0

Ovenstaende galder altsa for alle funktioner g € G. Heraf kan ses at f alts& er en stationeer
funktion for

I(f) = Xolo(f) + MLu(f)
og opfylder derfor Eulers differentialligning mht. I(f).

Tilfeelde 2: Vi antager nu at
d
d—fo(f + €9)je=0 = 0
€
for alle g € G. Da er f en stationzer funktion mht. Iy, sé i dette tilfaelde kan veelges talparret
(Ao, A1) = (1,0), da vi sa far at I(f) = Io(f) [ |

Vi har altsd nu en metode til at finde stationsere funktioner for I(f), ogsé selvom der er
en bibetingelse knyttet til ekstremaet.
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8 Kadelinjen

En snor er ophaengt i punkterne (a1,b1) og (ag,bs), og det er nu vores opgave, at finde ud
af, hvilken kurve denne snor indstiller sig efter. For at kunne lgse problemet med den udledte
teori, antager vi som szdvanlig at a; < ag og at funktionen y = f(z) er en C*-funktion i
intervallet [a1, ag].

Vores hovedbetingelse er, at den potentielle energi E,,; = mgy for snoren skal veere mindst
mulig. Vi indferer en stgrrelse p, som beskriver masse m pr. leengdeenhed [. Hermed har vi

flg. definitioner
=vV1+ )% AN Am=pAl N AEy = Amgy

og kombineres disse

AE,, “
=gV (W) = Bpo = pg/ yv (1 + (y)?)dz

al

Desuden har vi bibetingelsen, at den samlede leengde skal veere bestemt ved en konstant L

= ["Vivw?

Kaedelinjen bestemmes blandt de tilladte funktioner y = f(z) hvor

[0 —IO / y\/ 1+ da:
al

har globalt minimum, under bibetingelsen

L =L(f / y)?2 =1L

hvor L er en konstant. Vi har nu en sztning der siger, at der under disse omstzendigheder
eksisterer et talpar (Ao, A1) # (0,0) sd y = f(x) opfylder Eulers differentialligning mht.

I(f) = Xolo(f) + ML(f)
:)\0/1 yv (14 (y da:—i—)\l/ v 1 dx—/ (Moy + A)V/1 )2dx

Hvis A\p = 0 skal A\; # 0, og dermed skal

a2
= )\1 / Vv 1+ (y’)2d:1:
al

minimeres. Lgsningen hertil har vi allerede fundet pa s. b, og dette er den rette linje. Hvis

Ao # 0, veelger vi at definere en ny konstant A = §%, og multiplicere I(f) med )\—10
1 a az
1) = 5 [ o+ 2)VIF s = / (v + VT ()P
al ai

Ogsa dette problem har vi tidligere lgst - dog er y nu endret til y + A. Dette gor dog ingen
forskel, da (y + A\)' = /. Vi kan derfor overfore lgsningen fra tidligere

Y+ A = acosh (#),aeR\{O} A BeR
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Vi har nu dog ogsa « defineret for negative tal. Dog viser det sig, at hvis @ < 0 maksimeres den
potentielle energi (Iy), hvilket ikke er det vi gnsker. I lgsningen pé den fysiske problemstilling
skal altsa a > 0, for at den potentielle energi minimeres.

Vi kan desuden bemzerke, at antallet af konstanter (3 stk.) svarer til antallet af betingelser:
Vores 2 randbetingelser f(a1) = b1, f(a2) = by og bibetingelsen I;(f) = L. Saledes haves 3
ligninger med 3 ubekendte, og det burde kunne lgses — som tidligere omtalt, er dette dog ikke
helt enkelt for denne forskrift.

9 Konklusion

Jeg har nu gennemgéet det om variationsregning, der pa rimelig vis kan vaere pa 15 sider. Ved
at gennemregne beviser og eksempler fra den eksisterende litteratur, har jeg opnaet et solidt
grundkendskab til teorien for variationsregning. Variationsregningen byder dog pa meget mere,
iseer hvis man gar videre med funktioner af flere variable, og den har rige anvendelsesmulig-
heder i bl.a. fysikken.

Differentation er et handverk, Integration er en kunst! plejer man at sige. Eksemplerne i
denne opgave har til tydelighed vist dette, da ikke sa simple integraler bliver hgvlet ned ved
skarpsindige substitutioner, som kloge matematikere gennem tiden er kommet frem til. Og
selvom det maske er svaert at “mekanisere” lgsningen af variationsproblemer, har jeg alligevel
vaeret igennem nok i denne opgave, til at vise, at der er en vis metode i det.
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